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Il punto di minimo rischio
Indichiamo questo punto con (σmin, µmin). L’obiettivo e` trovare i pesi
del portafoglio (nell’iperpiano dei pesi) che generano questo punto. I
pesi cos`ı determinati si utilizzano nelle formule che esprimono σ e µ.




Il punto di minimo rischio
Indichiamo questo punto con (σmin, µmin). L’obiettivo e` trovare i pesi
del portafoglio (nell’iperpiano dei pesi) che generano questo punto. I
pesi cos`ı determinati si utilizzano nelle formule che esprimono σ e µ.
Per la determinazione dei pesi ottimali si usa il teorema dei moltipli-
catori di Lagrange.
Teorema
Nel portafoglio con minimo rischio i pesi sono dati da
W =
1




Esempio Determinare il portafoglio di minimo rischio per tre titoli
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Possiamo o applicare la formula (σmin) o risolvere il problema con il
metodo dei moltiplicatori. Per semplicita` di scrittura pongo W =
(x y z) vettore riga con x+ y + z = 1 e quindi
σ2 = W · C ·W t = x2 + 2y2 + 3z2 + 2yz
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Risolvo il problema con i moltiplicatori cercando di minimizzare σ2
copn il vincolo x+ y + z = 1. La funzione Lagrangiana e`
L(x, y, z;m) = x2 + 2y2 + 3z2 + 2yz −m(x+ y + z − 1)
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Risolvo il problema con i moltiplicatori cercando di minimizzare σ2
copn il vincolo x+ y + z = 1. La funzione Lagrangiana e`
L(x, y, z;m) = x2 + 2y2 + 3z2 + 2yz −m(x+ y + z − 1)
Le condizioni di stazionarieta` sono
Lx(x, y, z;m) = 0
Ly(x, y, z;m) = 0
Lz(x, y, z;m) = 0





4y + 2z −m = 0
2y + 6z −m = 0





4y + 2z −m = 0
2y + 6z −m = 0

















4y + 2z −m = 0
2y + 6z −m = 0





































































































Infine osservato che O · C−1 = (1, 25 , 15) ho che
W =
1






















Esercizio Dimostrare che il portafoglio di minimo rischio per tre


















L(x, y, z;m) = x2 + xy + 2xz + 2y2 + 2yz + 3z2 −m(x+ y + z − 1)
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L(x, y, z;m) = x2 + xy + 2xz + 2y2 + 2yz + 3z2 −m(x+ y + z − 1)
Lx(x, y, z;m) = 0
Ly(x, y, z;m) = 0
Lz(x, y, z;m) = 0
x+ y + z = 1
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L(x, y, z;m) = x2 + xy + 2xz + 2y2 + 2yz + 3z2 −m(x+ y + z − 1)
Lx(x, y, z;m) = 0
Ly(x, y, z;m) = 0
Lz(x, y, z;m) = 0
x+ y + z = 1
=⇒

2x+ y + 2z = m
x+ 4y + 2z = m
2x+ 2y + 6z = m
x+ y + z = 1
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x+ y + z = 1
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L(x, y, z;m) = x2 + xy + 2xz + 2y2 + 2yz + 3z2 −m(x+ y + z − 1)
Lx(x, y, z;m) = 0
Ly(x, y, z;m) = 0
Lz(x, y, z;m) = 0
x+ y + z = 1
=⇒
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2x+ y + 2z = m
x+ 4y + 2z = m
2x+ 2y + 6z = m
















Esercizio Dimostrare che il portafoglio di minimo rischio per tre






e` W = (1, 0, 0)
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L(x, y, z,m) = x2 + 2xy + 2xz + 2y2 + 2yz + 3z2 −m(x+ y + z − 1)
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L(x, y, z,m) = x2 + 2xy + 2xz + 2y2 + 2yz + 3z2 −m(x+ y + z − 1)
2x+ 2y + 2z = m
2x+ 4y + 2z = m
2x+ 2y + 6z = m
x+ y + z = 1
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L(x, y, z,m) = x2 + 2xy + 2xz + 2y2 + 2yz + 3z2 −m(x+ y + z − 1)
2x+ 2y + 2z = m
2x+ 4y + 2z = m
2x+ 2y + 6z = m













Esercizio Dimostrare che il portafoglio di minimo rischio per tre






e` W = (0, 1, 0)
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Esercizio Dimostrare che il portafoglio di minimo rischio per tre




















La frontiera efficiente di Markowitz
L’insieme dei punti (σmin, µ) che fornisce il minimo rischio per ogni
rendimento atteso µ viene detto frontiera efficiente di Markowitz.
Sebbene la formula che andiamo a presentare sia un po’ complicata la
cosa interessando da sottolineare e` che i pesi corrispondenti al minimo
rischio sono funzioni di primo grado del rendimento atteso. Quindi al
variare del rendimento atteso µ sulla retta reale i pesi descrivono una
retta che giace sull’iperpiano dei pesi. Poi le rette nell’iperpiano dei










µ M · C−1 ·Ot
1 O · C−1 ·Ot
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M · C−1 + det
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M · C−1 ·M t M · C−1 ·Ot




Esempio Determinare l’equazione della frontiera efficiente di un por-
tafoglio di tre titoli a1, a2, a3 con valori attesi rispettivamente 2, 1 e








Esempio Determinare l’equazione della frontiera efficiente di un por-
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Possiamo o applicare la formula (σmin) o risolvere il problema con il
metodo dei moltiplicatori. Per semplicita` di scrittura pongo W =
(x y z) vettore riga con x+ y + z = 1 e quindi
σ2 = W · C ·W t = x2 + 2y2 + 3z2 + 2xz + 2yz
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Il problema si risolve minimizzando σ2 con i due vincoli
x+ y + z = 1 2x+ y + 3z = µ
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Il problema si risolve minimizzando σ2 con i due vincoli
x+ y + z = 1 2x+ y + 3z = µ
la cui Lagrangiana e`
L(x, y, z;m,n) = x2 + 2y2 + 3z2 + 2xz+ 2yz−m(x+ y+ z− 1)−n(2x+ y+ 3z−µ)
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Le condizioni di ottimalita` sono
2x+ 2z = m+ 2n
4y + 2z = m+ n
2x+ 2y + 6z = m+ 3n
x+ y + z = 1
2x+ y + 3z = µ
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Mi concentro sulle prime tre equazioni. Alla terza sottraggo la prima
ottenendo 
2x+ 2z = m+ 2n
4y + 2z = m+ n




Mi concentro sulle prime tre equazioni. Alla terza sottraggo la prima
ottenendo 
2x+ 2z = m+ 2n
4y + 2z = m+ n
2y + 4z = n
(A)
Isolo il sottosistema in y e z della seconda e terza equazione
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Mi concentro sulle prime tre equazioni. Alla terza sottraggo la prima
ottenendo 
2x+ 2z = m+ 2n
4y + 2z = m+ n
2y + 4z = n
(A)
Isolo il sottosistema in y e z della seconda e terza equazione4y + 2z = m+ n2y + 4z = n
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Mi concentro sulle prime tre equazioni. Alla terza sottraggo la prima
ottenendo 
2x+ 2z = m+ 2n
4y + 2z = m+ n
2y + 4z = n
(A)
Isolo il sottosistema in y e z della seconda e terza equazione4y + 2z = m+ n2y + 4z = n =⇒
4y + 2z = m+ n6z = n−m
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Mi concentro sulle prime tre equazioni. Alla terza sottraggo la prima
ottenendo 
2x+ 2z = m+ 2n
4y + 2z = m+ n
2y + 4z = n
(A)
Isolo il sottosistema in y e z della seconda e terza equazione4y + 2z = m+ n2y + 4z = n =⇒




















x+ y + z = 1














x+ y + z = 1
2x+ y + 3z = µ
(B)
Inserisco i valori di x, y, z in funzione di n e di m nelle ultime due
















































































































da cui m = 4− 2µn = 10µ
7
− 2






































x = 1− µ
7
, y = 1− 3µ
7




Per trovare la curva di Markowitz si sostituisce il portafoglio ottimale





















Per trovare la curva di Markowitz si sostituisce il portafoglio ottimale

























Per trovare la curva di Markowitz si sostituisce il portafoglio ottimale






































Figura 1: σ in ascissa µ in ordinata
